
1138 Fonksiyon Diziler ve Seriler

−3π −2 π − π 0 π 2 π 3 π

y

x

(π , π )

Sekil 9. 4

Bu fonksiyon ic.in an(f̄ ) = 0, n = 0, 1, 2, . . . , bn(f̄ ) = 2
π

π
∫

0

x. sin nx dx =

(−1)n−1 2
n
, n = 1, 2, . . . bulunur. Demek ki, x ∈ [0, π] ic.in

x =
∞

∑

n=1

(−1)n−1 2

n
sin nx

dır. x = π
2

özel durumda, buradan

π

4
=

∞
∑

k=1

(−1)k−1

2k − 1

oldug̃u elde edilir. ¦

9.7 C. özümlü Problemler

(1) As.agıdaki fonksiyon dizilerin yanlarında yazılı aralıklarda noktasal ya-

kınsadıg̃ı fonksiyonları bulunuz.

(a) fn(x) = (x − 1) arctan(xn), E = [0, +∞);

(b) fn(x) = n
√

1 + xn, E = [0, 2];

(c) fn(x) = n3x2e−nx, E = [0, +∞);

(d) fn(x) = n(x1/n − 1), E = [1, 3];

(e) fn(x) = n(x1/n − x1/2n), E = [0, +∞).
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C. özüm: (a) ∀n ∈ N ic.in fn(0) = (−1) arctan 0 = 0 ⇒ lim
n→∞

fn(0) =

0, fn(1) = 0 arctan 1 = 0 =⇒ lim
n→∞

fn(1) = 0 olur. x ∈ (0, 1) oldug̃unda

lim
n→∞

fn(x) = (x − 1) lim
n→∞

arctan(xn) = (x − 1).0 = 0 ve x ∈ (1, +∞)

oldug̃unda ise lim
n→∞

fn(x) = (x − 1) lim
n→∞

arctan(xn) = π
2
(x − 1) oldug̃u

elde edilir. Demek ki, (fn) dizisinin E = [0, +∞) üzerinde noktasal

yakınsadıg̃ı fonksiyon

f(x) =

{

0, x ∈ [0, 1] ise,
π
2
(x − 1), x ∈ (1, +∞) ise

dir.

(b) x ∈ [0, 1) ic.in

lim
n→∞

(1 + xn)
1
n = lim

n→∞
[(1 + xn)

1
xn ]

xn

n

= e
lim

n→∞
xn

n = e0 = 1

x = 1 ic.in lim
n→∞

21/n = 20 = 1 ve x ∈ (1, +∞) ic.in lim
n→∞

n
√

1 + xn =

x lim
n→∞

(1 + 1
xn )1/n = x.e

lim
n→∞

1
nxn = x oldug̃una göre, (fn) dizisinın E =

[0, 2] üzerinde noktasal yakınsadıg̃ı foksıyon

f(x) =

{

1, x ∈ [0, 1] ise,

x, x ∈ (1, 2] ise

dir.

(c) x = 0 ic.in lim
n→∞

fn(0) = 0 oldug̃u ac.ıktır. Herbir a > 0 sabit

sayısı ic.in L’Hospital kuralından lim
t→+∞

t3

eat = lim
t→+∞

3t2

aeat = lim
t→t∞

6t
a2eat =

lim
t→+∞

6
a3eat = 0 oldug̃una göre, x ∈ (0, +∞) ic.in lim

n→∞
x3x2e−nx =

x2 lim
n→∞

n3

enx = x2.0 = 0 oldug̃una göre, (fn) dizisinın E = [0, +∞)

üzerinde noktasal yakınsadıg̃ı fonksiyon f : E → R, f(x) = 0 dır.

(d) x = 1 ic.in lim
n→∞

fn(1) = lim
n→∞

n.0 = 0 oldug̃u ac.ıktır. x ∈ (1, 3] ic.in

lim
n→∞

n(x1/n − 1) = lim
n→∞

x1/n−1
1/n

= ln x oldug̃undan (fn) dizisinın E =

[1, 3] üzerinde noktasal yakınsadıg̃ı fonksiyon f : [1, 3] → R, f(x) = ln x
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dır.

(e) x = 1 ic.in fn(1) = 0 ise lim
n→∞

fn(1) = 0 dır. x ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞)

ic.in

lim
n→∞

n(x1/n − x1/2n) = lim
n→∞

x1/n − 1 + 1 − x1/2n

1/n

= lim
n→∞

x1/n − 1

1/n
− 1

2
lim

x1/2n − 1

1/2n

= ln x − 1

2
ln x =

1

2
ln x

oldug̃una göre, (fn) dizisinın (0, +∞) üzerinde noktasal yakınsadıg̃ı

fonksiyon f : (0, +∞) → R, f(x) = 1
2
ln xdır. ¦

(2) As.ag̃ıda genel terimleri verilen (fn) dizilerinin yanlarında yazılı aralıklar

üzerinde düzgün yakınsak olduklarını gösteriniz.

(a) fn(x) = x2n, E = [0, a] (0 < a < 1);

(b) fn(x) = sin n
√

x
ln(n+1)

, E = [0, +∞);

(c) fn(x) = nx2

n+x
, E = [1, a] (a > 1);

(d) fn(x) = e−(x−n)2 , E = [−1, 1];

(e) fn(x) = fn(x) = n3/4.xe−
√

nx, E = [0, +∞).

C. özüm: (a) x ∈ [0, a] (0 < a < 1) ic.in lim
n→∞

fn(x) = 0 oldug̃una

göre, fn(x) ⇒
[0,a]

f(x) = 0 dır. ρn = sup{| fn(x) − f(x) |: x ∈ [0, a]} =

sup{x2n : x ∈ [0, a]} = a2n ⇒ lim
n→∞

ρn = 0 ⇒ fn ⇒

[0,a]

f olur.

(b) ∀x ∈ [0, +∞) ic.in | fn(x) |≤ 1
ln(n+1)

es.ıtsızlıg̃ı sag̃landıg̃ından

x ∈ [0, +∞) ic.in lim
n→∞

fn(x) = 0 olur. Demek ki,fn →
[0,+∞)

0 dır. ρn =

sup{| sin
√

4x
ln(n+1)

|: x ∈ [0, +∞)} = 1
ln(n+1)

⇒ lim
n→∞

ρn = 0 ⇒ fn ⇒

[0,+∞)

0 dır.

(c) x ∈ [1, a] (a > 1) ic.in lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

nx2

n+x
= lim

n→∞
x2

1+ x
n

= x2

olur. Buna göre, fn(x) → x2, x ∈ [1, a] oldug̃u elde edilir. ρn = sup{|
nx2

n+x
− x2 |: x ∈ [1, a]} = sup{ x3

n+x
: x ∈ [1, a]} = a3

n+a
⇒ lim

n→∞
ρn = 0 ⇒
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fn(x) ⇒

[0,a]

x2 oldug̃u anlas.ılır.

(d) Her x ∈ [−1, 1] ic.in lim
n→∞

e−(x−n)2 = 0 oldug̃u ac.ıktır. Buna göre

fn(x) →
[−1,1]

0 oldug̃u anlas.ılır. ρn = sup{e−(x−n)2 : x ∈ [−1, 1]} =

e−(n−1)2 ⇒ lim
n→∞

ρn = 0 ⇒ fn(x) ⇒

[−1,1]

0 oldug̃u anlas.ılır.

(e) x = 0 ic.in lim
n→∞

fn(0) = 0 oldug̃u ac.ıktır. x ∈ (0, +∞) ic.in

lim
n→∞

fn(x) = x lim
n→∞

n3/4

e
√

nx = 3
2
x3/2. lim

→∞
1

n3/4:e
√

nx = 0 oldug̃una göre fn(x) →
0, x ∈ [0, +∞) oldug̃u anlas.ılır. ρn = sup{n3/4.xe−

√
nx : x ∈ [0, +∞)}

= 4.e−2. 1
n1/4 =⇒ lim

n→∞
ρn = 0 ⇒ fn(x) ⇒ 0, x ∈ [0, +∞) oldug̃u

anlas.ılır. ¦

(3) As.agıdakı genel terimleri verilen (fn) dizilerinin kars.ılarında yazılı ara-

lıklarda düzgün yakınsak olmadıklarını gösteriniz.

(a) fn(x) = nx2

1+n2x
, E = [1, +∞);

(b) fn(x) = arctan n
x
, E = (0, +∞);

(c) fn(x) = (n+x)2

x2+n2−nx
, E = (2, +∞);

(d) fn(x) = e−x2−nx, E = (0, 1);

(e) fn(x) = x
n

ln x
n
, E = (0, +∞);

(f) fn(x) = arctan(x
n
− n2), E = [1, +∞);

(g) fn(x) = nx2e−(n+1)x2
, E = [0, 1];

(h) fn(x) =
√

n sin (x/
√

n), E = [π, +∞);

(i) fn(x) = n arctan (xn), E = [0, 1];

(j) fn(x) = cos(π
2
xn), E = (0, 1).

C. özüm: (a) Her x ∈ [1, +∞) ic.in

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

x
n

1
n2 + x

=
0

x
= 0

oldug̃u, dolayısıyla, fn(x) →
[1,+∞)

0 oldug̃u anlas.ılır. ρn = sup{ nx2

1+n32x
:

x ∈ [1, +∞)}[ nx2

1+n2x
fonksiyonu [1, +∞) aralıg̃ında artan oldug̃undan
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] = +∞ olur. Demek ki, (fn)dizisi E = [1, +∞) üzerinde f(x) = 0

fonksiyonuna düzgün yakınsak deg̃ildir.

(b) Her x ∈ (0, +∞) ic.in lim
n→∞

arctan n
x

= π
2

olur. ρn = sup{| arctan n
x
−

π
2
|: x ∈ (0, +∞)} = sup{π

2
− arctan n

x
: x ∈ (0, +∞)} [π

2
− arctan nx

fonksiyonu (0, +∞) aralıg̃ında artan oldug̃undan ] = π
2
⇒ lim

n→∞
ρn =

π
2
6= 0 ⇒ (fn) dizisi (0, +∞) üzerinde f(x) = π

2
fonksiyonuna noktasal

yakınsak olup düzgün yakınsak deg̃ildir.

(c) Her x ∈ (2, +∞) ic.in lim
n→∞

(n+x)2

x2+n2−nx
= 1 oldug̃u ac.ıktır. ρn =

sup{| (n+x)2

x2+n2−nx
|: x ∈ (2, +∞)} = 3 ⇒ lim

n→∞
ρn = 3 6= 0 ⇒ (fn)

dizisi (2, +∞) aralıg̃ında f(x) = 1 fonksiyonuna noktasal yakınsak olup

düzgün yakınsak deg̃ildir.

(d) Her x ∈ (0, 1) ic.in lim
n→∞

e−x2−nx = e−x2
. lim
n→∞

1
enx = e−x2

.0 = 0

olur. ρn = sup{e−x2−nx : x ∈ (0, 1)} [e−x2−nx fonksiyonu (0, 1) üzerinde

azalan oldug̃udan ] = e0 = 1 ⇒ lim
n→∞

ρn = 1 6= 0 ⇒ (fn) dizisi

(0, 1) üzerinde f(x) = 0 fonksiyonuna noktasal yakınsak olup düzgün

yakınsak deg̃ildir.

(e) lim
t→0+

t. ln t = 0 oldug̃una göre, ∀x ∈ (0, +∞) ic.in lim
n→∞

x
n
. ln x

n
= 0

olur. ρn = sup | x
n

ln xn |: x ∈ (0, +∞) = +∞ oldug̃una göre, (fn)

dizisi (0, +∞) aralıg̃ında f(x) = 0 fonksiyonuna noktasal yakınsak olup

düzgün yakınsak deg̃ildir.

(f) ∀x ∈ (1, +∞) ic.in lim
n→∞

arctan (x
n
− n2) = −π

2
olur. ρn = sup{|

arctan (x
n
− n2) + π

2
|: x ∈ (1, +∞)} = sup{arctan(x

n
− n2) + π

2
:

x ∈ (1, +∞)}[arctan(x
n
− n2)] fonksiyonu (1, +∞) oldug̃unda artan

oldug̃undan] = π ⇒ lim
n→∞

ρn = π 6= 0 ⇒ (fn) dizisi (0, +∞) aralıg̃ında

f(x) = −π
2

fonksiyonuna noktasal yakınsak olup düzgün yakınsak deg̃ildir.

(g) x = 0 ic.in lim
n→∞

fn(0) = 0 oldug̃u ac.ıktır. x ∈ (0, 1] ic.in

lim
n→∞

nx2e−(n+1)x2
= x2 lim

n→∞
x

e(n+1)x2 = 0 oldug̃u bulunur.

ρn = sup{nx2e−(n+1)x2
: x ∈ [0, 1]} = 1

e
. n
n+1

⇒ lim
n→∞

ρn = 1
e
6= 0 ⇒ (fn)

dizisi [0, 1] aralıg̃ında f(x) = 0 fonksiyonuna noktasal yakınsak olup

düzgün yakınsak deg̃ildir.
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(h) Her x ∈ [π, +∞) ic.in lim
n→∞

√
n sin(x/

√
n) = x. lim

n→∞
sin(x/

√
n)

x/
√

n
= x

oldug̃u bulunur. ρn = sup{| √
n sin( c√

n
) − x |: x ∈ [π, +∞)} =

sup{x − √
n. sin( x√

n
) : x ∈ [π, +∞)} = +∞ odug̃una göre, (fn) dizisi

[π, +∞) aralıg̃ında f(x) = x fonksiyonuna noktasal yakınsak olup

düzg̃ün yakınsak deg̃ildir.

(i) x = 0 ic.in lim
n→∞

fn(0) = 0 oldug̃u ac.ıktır. t → 0 ıken arctan t ∼ t

oldug̃una göre ∀x ∈ (0, 1) ic.in lim
n→∞

n arctan(xn) = lim
n→∞

n.xn = 0 oldug̃u

bulunur. ρn = sup{n arctan(xn) : x ∈ [0, 1)} = πn
2

⇒ lim
n→∞

ρn =

+∞ 6=
0
⇒ (fn) dizisi [0, 1) aralıg̃ında f(x) = 0 fonksiyonuna noktasal

yakınsak olup düzgün yakınsak deg̃ildir.

(j) ∀x ∈ (0, 1) ic.in lim
n→∞

xn = 0 =⇒ lim
n→∞

cos(π
2
xn) = 1 bulunur.

ρn = sup{| cos(π
2
xn) − 1 |: x ∈ (0, 1)} = 1 ⇒ lim

n→∞
ρn = 1 6= 0 ⇒ (fn)

dizisi (0,1) aralıg̃ında f(x) = 1 fonksiyonuna noktasal yakınsak olup

düzgün yakınsak deg̃ildir. ¦

(4) Genel terimleri verilen (fn) dizilerinin kars.ılarında yazılı aralıklarda

a) Noktasal yakınsak;

b) Düzgün yakınsak yapan α sayılarını bulunuz.

(a) f(x) = nαx
x2+n2 , E = (0, +∞);

(b) f(x) = nα arctan( 1
xn ), E = (0, 1);

(c) f(x) = nα ln(1 + 1
nx

), E = (0, +∞);

(d) f(x) = nα(
√

x + 1
x
−√

x), E = [0, +∞).

C. özüm: (a) ∀x ∈ (0, +∞) ic.in

lim
n→∞

nαx

x2 + n2
= lim

n→∞

x

n2−α(1 + x2

n2 )
=

{

0, α < 2 ise,

x, α = 2 ise

oldug̃u elde edilir. α < 2 ic.in f(x) = 0, α = 2 ic.in f(x) = x dersek

fn →
(0,+∞)

f oldug̃u anlas.ılır.
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α = 2 olsun. Bu durumda, ρn = sup{| fn(x) − f(x) |: x ∈ (0, +∞)} =

sup{| n2x2

x2+n2 − x |: x ∈ (0, +∞)} = sup{ x3

x2+n2 : x ∈ (0, +∞)} =

+∞ oldug̃undan (fn) dizisi (0, +∞) aralıg̃ında f(x) = x fonksiyonuna

düzgün yakınsak deg̃ildir.

α < 2 olsun. Bu durumda, ρn sup{ nαx
x2+n2 : x ∈ (0, +∞)} = 1

2n1−α =⇒
α < 2 ic.in lim

n→∞
ρn = 0 oldug̃una göre α < 2 ic.in (fn) dizisi (0, +∞)

aralıg̃ında f(x) = 0 fonksiyonuna düzgün yakınsaktır.

(b) ∀x ∈ (0, 1) ic.in 0 < arctan 1/xn < π
2

oldug̃una göre, x ∈ (0, 1)

ic.in

lim
n→∞

fn(x) = f(x) =







0, α < 0 ise,

π
2
, α = 0 ise

fn →
(0,1)

f oldug̃u elde edilir.

α < 0 ic.in ρn = sup{nα arctan( 1
xn ) : x ∈ (0, 1)} = π

2
nα ⇒ lim

n→∞
ρn =

0 ⇒ α < 0 ic.in fn(x) ⇒ 0, x ∈ (0, 1) oldug̃u anlas.ılır.

α = 0 ic.in ρn = sup{| arctan(1/xn) − π
2
| x ∈ (0, 1)} = sup{π

2
−

arctan(1/xn) : x ∈ (0, 1)} = π
2
⇒ lim

n→∞
ρn = π

2
6= o ⇒ fn(x) 6⇒ π

2
, x ∈

(0, 1) oldug̃u elde edilir.

(c) t → 0 iken ln(1 + t) ∼ t oldug̃una göre, her x ∈ (0, +∞) ic.in

lim
n→∞

nα ln(1 +
1

nx
) = lim

n→∞

1

n1−α.x
= f(x) =







0, α < 1 ise,

1/x, α = 1 ise

⇒ fn →
(0,+∞)

f oldug̃u anlas.ılır. α < 1 ic.in ρn = sup{nα ln(1 + 1
nx

) : x ∈
(0, +∞)} = +∞ ⇒ fn(x) 6⇒ 0, x ∈ (0, +∞) oldug̃u görülür. α = 1 ic.in

ρn = sup{n ln(1 + 1
nx

) − 1
x

: x ∈ (0, +∞)}[x. ln(1 + 1
nx

) − 1
x

fonksiyonu

(0, +∞) üzerinde artan oldug̃undan ]= +∞ oldug̃una göre α = 1 ic.in

fn(x) 6⇒ 1/x, x ∈ (0, +∞) oldug̃u anlas.ılır.

(d) ∀x ∈ (0, +∞) ic.in

lim
n→∞

nα(

√

(x +
1

4
−

√
x) = lim

n→∞

nα−1

√

x + 1
n

+
√

x
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= f(x) =







0, α < 1 ise,

1
2.
√

x
, α = 1 ise

⇒ fn(x) → f(x), x ∈ (0, +∞) oldug̃u elde edilir.

α < 1 olsun. Bu durumda, ρn = sup{ nα−1√
x+ 1

n
+
√

x
: x ∈ (0, +∞)} =

nα−1/2 ⇒ α < 1/2 ic.in lim
n→∞

ρn = 0 ⇒ α < 1/2 ic.in fn(x) ⇒ 0x ∈
(0, +∞) oldug̃u ve 1/2 ≤ α < 1 ic.in

lim
n→∞

ρn =







1, α = 1/2 ise,

+∞, 1/2 < α < 1 ise

6= 0 oldug̃una göre 1/2 ≤ α < 1 ic.in fn(x) 6⇒ 0, x ∈ (0, +∞) oldug̃u

anlas.ılır.

α = 1 durumunda fn(x) 6⇒ 1
2
√

x
, x ∈ (0, +∞) oldug̃u örnek 9.1.11(e) de

gösterilmis.tir. ¦

(5) f, [a, b] ⊂ R aralıg̃ında tanımlı reel deg̃erli herhangi bir fonksiyon ve

fn(x) = [[ nf(x) ]]
n

, n = 1, 2, · · · olsun. fn ⇒

[a,b]

f oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: ∀t ∈ R sayısı ic.in 0 ≤ (t) < 1 olmak üzere t = [[ t ]] + (t)

oldug̃una göre, ∀x ∈ [a, b] ve ∀n ∈ N ic.in nf(x) = [[ nf(x) ]] + (nf(x))

yazabılırız. Buna göre, ∀x ∈ [a, b] ve ∀n ∈ N ic.in fn(x) = f(x)− (nf(x))
n

yazılabılır. Buna göre, ρ = sup{| fn(x) − f(x) |: x ∈ [a, b]} = sup{|
nf(x)

n
|: x ∈ [a, b]} ≤ 1/n ⇒ lim

n→∞
ρn = 0 ⇒ fn(x) ⇒ f(x), x ∈ [a, b]

oldug̃u elde edilir. ¦

(6) f : (a, b) → R fonksiyonu (a, b) üzerinde süreklı türevlnebılır (yani

f ′(x) ∈ C(a, b) dır) ve a < α < β < b olmak üzere x ∈ (α, β) ic.in

fn(x) = n[f(x+ 1
n
)− f(x)], n = 1, 2 · · · olsun fn(x) ⇒ f ′(x), x ∈ (α, β)

oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: f, [a, b] üzerinde türevlenebılır oldug̃undan, ∀x ∈ [a, b] ic.in

lim
n→∞

n[f(x + 1
n
) − f(x)] = lim

n→∞
f(x+1/n)−f(x)

1/n
= f ′(x) olur. Lagrange

ortalama deg̃er teoremi gereg̃ince x ∈ (α, β) ic.in 0 < θn(x) < 1 olmak
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üzere f(x + 1
n
)− f(x) = 1

n
f ′(x + θn(x)

n
) ⇒| f ′(x)− n(f(x + 1

n
)− f(x)) |

=| f ′(x) − f ′(x + θn(x)
n

| yazılır. f ′ fonksiyonu [α, β] üzerinde düzgün

süreklı oldug̃undan dolayı ∀ε > 0∃δ0 = δ0(ε) > 0öyleki θ(x)n

n
< δ0 olacak

s.ekılde her x ∈ [α, β] ic.in | f ′(x) − f ′(x + θn(x)
n

) |< ε olur. Öte yandan

∀x ∈ [α, β] ic.in 0 < θn(x) < 1 oldug̃una göre θn(x)
n

< δ0 es.ıtsızlıg̃ı yeterı

kadar büyük n’ler ic.in sag̃landıg̃ından ∀ε > 0 ic.in ∃n0 = n0(ε) ∈ N ög̃le

kı ∀x ∈ [αβ] ve ∀n ≥ n0 ic.in | f ′(x) − f ′(x + θn(x)
n

) |< ε kalacaktır.

Buradan da fn(x) ⇒ f ′(x), x ∈ [α, β] oldug̃u ac.ıktır. ¦

(7) Terimleri fn : [0, 1] → R, fn(x) = nαxe−nx, n = 1, 2, 3, · · · s.eklinde

tanımlanan (fn) fonksiyon dizisi verilmis. olsun. (fn) dizisinin

(a) [0, 1] aralıg̃ında noktasal yakınsak ,

(b) [0, 1] aralıg̃ında düzgün yakısak ve

(c) lim
n→∞

1
∫

0

fn(x)dx =
1
∫

0

[lim fn(x)]dx olması ic.in α nasıl olmalıdır.

C. özüm: (a) x = 0 ic.in lim
n→∞

fn(0) = 0 oldug̃u ac.ıktır. x ∈ (0, 1]

ic.in lim
n→∞

nαxe−nx = x lim
n→∞

nα

enx = 0, oldug̃undan ∀α ∈ R ic.in fn(x) →
f(x) = 0, x ∈ [0, 1] oldug̃u elde edilir.

(b) ρn = sup{| fn(x) − f(x) |: x ∈ [0, 1]} = 1
e
nα−1 ⇒

lim
n→∞

ρn =



















0, α < 1 ise,

1
e
, α = 1 ise,

+∞, α > 1 ise

⇒ α < 1 ic.in fn(x) ⇒ f(x) = 0, x ∈ [0, 1] oldug̃u elde edilir.

(c) ∀α ic.in
1
∫

0

[ lim
n→∞

fn(x)]dx =
1
∫

0

f(x)dx =
1
∫

0

0dx = 0 oldug̃u görülür.

1
∫

0

fn(x)dx =
1
∫

0

xαxe−nxdx = [ 1
n2 − e−n( 1

n2 + 1
n
)]nα es.itlig̃inden

lim
n→∞

1
∫

0

fn(x)dx = 0 olması ic.in α < 2 olması gerekir. Demek ki, c) de

sözü gec.en es.itlig̃in sag̃lanması ic.in α < 2 olması gerekir. ¦
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(8) Terimleri fn : [0, 1] → R, fn(x) = nx(1 − x)n, n = 1, 2, 3, .. s.eklinde

tanımlanan (fn) dizisinin [0, 1] aralıg̃ında düzgün yakınsak olmadıg̃ını,

fakat lim
n→∞

1
∫

0

fn(x)dx =
1
∫

0

[ lim
n→∞

fn(x)]dx es.ıtlıg̃ının sag̃landıg̃ını gösteriniz.

C. özüm: fn(x) → f(x) = 0, x ∈ [0, 1] oldug̃u ac.ıktır. ρn =

sup{nx(1 − x)n : x ∈ [0, 1]} = ( n
n+1

)n+1 ⇒ lim
n→∞

ρn = 1
e
6= 0 oldug̃una

göre fn(x) 6⇒ f(x) = 0, x ∈ [0, 1] olur.

Öte yandan lim
n→∞

1
∫

0

fn(x)dx = lim
n→∞

n.
1
∫

0

x(1 − x)ndx [1 − x = t denirse

x = 0 ic.in t = 1, x = 1 ic.in t = 0 ve dx = −dt oldug̃undan]=

lim
n→∞

1
∫

0

n(1−t)tndt = lim
n→∞

n
(n+1)(n+2)

= 0 ve
1
∫

0

[lim fn(x)]dx =
1
∫

0

f(x)dx =

1
∫

0

0.dx = 0 oldug̃una göre istenen es.itlig̃in dog̃ru oldug̃u görülür. ¦

(9) Herbir n ∈ N ic.in fn, (−∞, +∞) aralıg̃ında tanımlı ve sınırlı bir

fonksiyon olmak üzere (fn) fonksiyon dizisi [a, b] üzerinde f fonksiy-

onuna düzgün yakınsak olsun. Bu durumda lim
n→∞

sup{fn(x) : x ∈
[a, b]} = sup{f(x) : x ∈ [a, b]} es.itsizlig̃i dog̃rumudur?

C. özüm: Hayır. Örneg̃in terimleri fn : [a, b] → R, fn(x) = e−(x−n)2, n =

1, 2, · · · s.eklinde tanımlanan (fn) fonksiyon dizisi ic.in fn(x) fonksiyon-

ları [a, b] üzerinde sınırlıdır (∀x ∈ [a, b]ic.in fn(x) ≤ 1 dır) ve fn(x) →
f(x) = 0, x ∈ [a, b] dir. ρn = sup{e−(x−n)2 : x ∈ [a, b]} = e−(b−n)2 ⇒
lim

n→∞
ρn = 0 ⇒ fn(x) ⇒ f(x) = 0, x ∈ [a, b] oldug̃u anlas.ılır. Bu

dizi ic.in sup{fn(x) : x ∈ R} = e−(n−n)2 = 1 ve sup{f(x) :∈ R} = 0

oldug̃una göre problemde sözü gec.en es.itlik sag̃lanmaz. ¦

(10) Düzgün yakınsaklık tanımına dayanarak as.ag̃ıdakı serilerın kars.ılarında

yazılı aralıklarda düzgün yakınsak olduklarını gösteriniz.

(a)
∞
∑

n=1

xn, E = [−a, a] (0 < a < 1);

(b)
∞
∑

n=1

1
(x+n)(x+n+1)

, E = [0, 1 + ∞);
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(c)
∞
∑

n=1

1
3n

√
1+nx2 , E = [0, 2].

C. özüm: (a) x ∈ [−a, a] (0 < 0 < 1). ic.in Sn(x) =
n
∑

k=1

xk = x(1−xn)
1−x

, S(x) =

lim
n→∞

Sn(x) = x
1−x

ve r(x) = S(x) − Sn(x) = xn+1

1−x
dır. ∀x ∈ [−a, a] ic.in

1 − x ≥ 1 − a ⇒ rn(x) ≤ an+1

1−a
⇒ rn(x) ⇒ 0, x ∈ [−a, a] ise seri [−a, a]

aralıg̃ında düzgün yakınsaktır.

(b) x ∈ [0, +∞) ic.in , Sn(x) =
n
∑

k=1

1
(x+k)(x+k+1)

= 1
x+1

− 1
x+n+1

, S(x) =

lim
n→∞

Sn(x) = 1
x+1

ve rn(x) = S(x) − Sn(x) = 1
x+n+1

dır. ∀x ∈ [0, +∞)

ic.in x + n + 1 ≥ n + 1 ⇒ rn(x) ≤ 1
n+1

⇒ rn(x) ⇒ 0, x ∈ [0, +∞) ⇒
seri [0, +∞) aralıg̃ında düzün yakınsaktır.

(c) x ∈ [0, 2] ic.in Sn(x) =
n
∑

k=1

x
3k

√
1+kx2 S(x) =

∞
∑

n=1

x
3n

√
1+nx2 , rn(x) =

S(x)−Sn(x) olmak üzere | rn(x) |=|
∞
∑

k=n+1

x
3k

√
1+kx2 |≤

∞
∑

k=n+1

2
3k = 1

3n ⇒

rn(x) ⇒ 0, x ∈ [0, 2] ⇒ seri [0, 2] aralıg̃ında düzgün yakınsaktır. ¦

(11) As.ag̃ıdaki serilerin noktasal yakınsak ve mutlak yakınsak oldug̃u aralıkları

bulunuz.

(a)
∞
∑

n=1

1
xn ; (b)

∞
∑

n=1

e−nx;

(c)
∞
∑

n=1

lnn x
n2 ; (d)

∞
∑

n=1

n
lnn(x+2)

;

(e)
∞
∑

n=1

n
n2+4

( x+2
2x+1

)n; (f)
∞
∑

n=1

2n sinn x
n(n+1)

;

(g)
∞
∑

n=1

(−1)n

x2+
√

n
; (h)

∞
∑

n=1

(n
2
)n(eex/n−1)n;

(i)
∞
∑

n=1

(x2

n
+ x)n; (j)

∞
∑

n=1

sin(π
√

n2 + x2);

(k)
∞
∑

n=1

n!
(x2+1)(x2+2)···(x2+n)

;

C. özüm: (a)
∞
∑

n=1

qn serisinin | q |< 1 ic.in mutlak yakınsak ve | q |≥ 1

ic.in ıraksak oldug̃unu biliyoruz. Demek ki verilen seri | 1
x
|≥ 1 , yani

| x |≤ 1 ic.in ıraksak | 1
x
|< 1, ic.in yani | x |> 1 ic.in mutlak yakınsaktır.
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(b) lim
n→∞

n
√

e−nx = lim
n→∞

e−x = e−x oldug̃una göre verilen seri e−x <

1ic.in yani x ∈ (0, +∞) ic.in mutlak yakınsak e−x > 1 ic.in , yani

x ∈ (−∞, 0) ic.in ıraksaktır. x=0 ic.in bu serinin ıraksak oldug̃u ac.ıktır.

(c)
∞
∑

n=1

qn

n2 serisi (Cauchy kök tespitinden) | q |< 1 ic.in mutlak yakınsak

, | q |> 1 ic.in yakınsak ve | q |= 1 ic.in (
∞
∑

n=1

1
n2 yakınsak oldug̃una göre)

mutlak yakınsaktır. Demek ki, verilen seri | ln x |≤ 1 ic.in yenı [1
e
, e]

aralıg̃ında mutlak yakınsak | ln x |> 1 ic.in yani (−∞, 1
e
) ∪ (e, +∞)

üzerinde ıraksaktır.

(d) lim
n→∞

n

√

| n
lnn(x+2)

| = 1
|ln (x+2)| ⇒ verilen seri x+2 > 0 ve | ln (x + 2) |>

1 ic.in yani (−2,−2 + 1
e
) ve (e − 2, +∞) aralıkları üzerinde mutlak

yakınsak, x+2 > 0, x+2 6= 1 ve | ln (x + 2) |< 1ic.in yani (−2+ 1
e
,−1)

ve (−1, e − 2) aralıları üzerinde ıraksaktır. x = e − 2 ve x = −2 + 1
e

ic.in verilen serinın ıraksak oldug̃u ac.ıktır.

(e) an(x) = n
n2+4

( x+2
2x+1

)n olsun. x 6= −1
2

, x 6= −2 ic.in | an+1(x)
an(x)

|=
(n+1)(n2+4)
n(n2+2n+5)

| x+2
2x+1

|⇒ lim
n→∞

| an+1(x)
an(x)

|=| x+2
2x+1

|⇒ verilen seri x 6= −1
2

, x 6=
−2 ve | x+2

2x+1
|< 1 ic.in yani (−∞,−1) ve (1, +∞) aralıklarında mut-

lak yakınsak, x 6= −1
2

, x 6= −2 ve | x+2
2x+1

|> 1 ic.in yani (−1,−1/2) ve

(−1/2, 1) aralıkları üzerinde ıraksaktır.

(f) an(x) = 2n sinn x
n(n+1)

olsun. x=0 ic.in
∞
∑

n=1

an(0) serisinin yakısak oldug̃u

ac.ıktır. x 6= 0 ic.in lim
n→∞

n
√

| an(x) | = lim
n→∞

2
n
√

n(n+1)
| sin x |= 2 | sin x |

ise verilen seri 2 | sin x |< 1 ic.in yani (−π
6

+ kπ, π
6

+ kπ), k ∈ Z

aralıkları üzerinde mutlak yakınsak (π
6

+ kπ, 5π
6

+ kπ), k ∈ Z aralıkları

üzerinde ıraksaktır. 2 | sin x |= 1 ic.in yani x = (−1)k π
6

+ kπ, x =

(−1)k−1 π
6

+ kπ, k ∈ Z noktalarında verilen seri mutlak yakınsaktır

(
∞
∑

n=1

1
n(n+1)

yakınsak oldug̃undan).

(g) Her x ∈ R ic.in ( 1
x2+

√
n
) dizisi monoton azalan ve lim

n→∞
1

x2+
√

n
= 0

oldug̃una göre, Leibnitz testinden verilen seri her x ∈ R ic.in yakınsaktır.

Her x ∈ R ic.in | (−1)n

x2+
√

n
|= 1

x2+
√

n
ve

∞
∑

n=1

1
x2+

√
n

serisı her x ∈ R ic.in ırak-
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sak oldug̃undan bu seri R üzerinde kos.ullu yakınsaktır.

(h) Her ∈ R ic.in lim
n→∞

n

√

(n
2
)n | ex/n − 1 |n = lim

n→∞
n
2

| ex/n − 1 |=
lim

n→∞
|x|
2

| ex/n−1
x/n

|= |x|
2

ise Cauchy Kök testinden, verilen seri | x |< 2

ic.in yani (-2,2) aralıg̃ında mutlak yakınsak | x |> 2 ic.in yani (−∞,−2)

ve (2, +∞) aralıklar üzerinde ıraksaktır. x=2 ic.in
∞
∑

n=1

(e
2
n − 1)n serisı

[n → ∞ ıken (e
2
n − 1)n ∼ ( 2

n
)n ve Couchy Kök testinden

∞
∑

n=1

( 2
n
)n serisi

yakınsak oldug̃una göre ] yakınsaktır. x = −2 ic.in
∞
∑

n=1

(−1)n(e−2/n −

1) =
∞
∑

n=1

(−1)n−1(1−e−2/n) serisi [(1−e−2/n) dizisi monoton ve lim
n→∞

(1−

e−2/n) = 0 oldug̃una göre ] Leıbnıtz testinden yakısaktır. Demek kı,

verilen seri (−2, 2) aralıg̃ında mutlak yakınsak, x=-2 noktasında kos.ullu

yakınsak (∞,−2) ve [2, +∞) aralıg̃ında ıraksaktır.

(i) Her x ∈ R ic.in lim
n→∞

n

√

| (x2

n
+ x)n | = lim

n→∞
| x2

n
+ x |=| x |

oldug̃una göre, Cauchy testinden, verilen seri |x| < 1 ic.in, yani (-1,1)

aras.ıg̃ında mutlak yakınsak, | x |> 1 ic.in yani (−∞,−1) ve (1, +∞)

aralıklarında ıraksaktır. x =-1 ve x=1 ic.in sırasıyla
∞
∑

n=1

(−1)n(1− 1
n

n
)n

ve
∞
∑

n=1

(1 + 1
n
)n serilerı ıraksaktırlar (sırasıyla lim(1 − 1

n
)n = 1

e
6= 0 ve

lim(1 + 1
n
)n = e 6= 0 oldug̃undan).

(j) ∀x ∈ R ic.in an(x) = sin(π
√

n2 + x2) = (−1)n sin π(
√

n2 + x2 − n) =

(−1)n sin πx2√
n2+x2+n

odug̃u ac.ıktır. Her x ∈ R ic.in ( πx2√
n2+x2+n

) dizisi aza-

lan ve limitı sıfır olan bir dızı oldug̃undan (sin πx2√
n2+x2+n

) dizisi de her

x ∈ R ic.in aynı özellıklere sahıptır. O halde, Leibnitz testinden verilen

seri her x ∈ R ic.in kos.ullu yakınsaktır.

(k) an(x) = n!
(x2+1)(x2+2)···(x2+n)

olmak üzere ∀x ∈ R ic.in lim
n→∞

n( an(x)
an+1(x)

−
1) = lim

n→∞
n(x2+n+1

n+1
− 1) = lim

n→∞
n

n+1
x2 = x2 ⇒ Raabe testinden verilen

seri | x2 |> 1 ic.in, yani | x |> 1 ic.in mutlak yakınsak ,| x2 |< 1 ic.in yani

| x |< 1 ic.in ıraksaktır. | x |= 1 ic.in yani x = ±1 noktasında elde edilen
∞
∑

n=1

1
n+1

serisi ıraksak oldug̃una göre verilen seri (−∞,−1) ve (1, +∞)
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aralıklarında mutlak yakınsak [−1, 1] aralıg̃ında ise ıraksaktır. ¦

(12) Weierstrass testinden yararlanarak as.ag̃ıdakı serilerın kars.ılarında yazılı

aralılarda düzgün yakısak olduklarını gösteriniz.

(a)
∞
∑

n=1

n2√
n!

(xn + x−n), E = [−2,−1/2] ∪ [1/2, 2];

(b)
∞
∑

n=1

sin nx
3√n4+x4

, E = (−∞, +∞);

(c)
∞
∑

n=1

x
n4+x2 ln n2+x2

n4+x4 , E = (−∞, +∞);

(d)
∞
∑

n=1

ln (1 + x2

x ln2 n
), E = [0, a] (a > 0);

(e)
∞
∑

n=1

e−n(x2+sin x), E = [1, +∞).

C. özüm: (a) sup{xn + x−n : 1
2
≤| x |≤ 2} = 2n + 1

2n < 2n+1 oldug̃u

ac.ıktır.
∞
∑

n=1

n2√
n!

2n+1 majorant serisı Dalembert testinden yakınsak odug̃una

göre verilen seri E üzerinde düzgün yakınsaktır.

(b) ∀α ∈ R ic.in | sin α| ≤ 1 oldug̃una göre | an(x) |=| sin nx
3√n4+x4

|≤
1

3√n4+x4
< 1

n4/3 oldug̃u elde edilir.
∞
∑

n=1

1
np , p = 4/3 > 1 serisı yakınsak

oldug̃undan Weıerstrass testinden verilen seri E üzerinde düzgün yakınsaktır.

(c) an(x) = x
n4+x2 ln (n2+x2)2

n4+x4 olsun her α > 0 ic.in ln (1 + α) ≤ α ve

∀a, b ∈ R ic.in 2 | ab |≤ a2 + b2 oldug̃una göre, ∀x ∈ R ic.in ln (n2+x2)2

n4+x4 =

ln (1 + 2n2x2

n4+x2 ) ≤ 2n2x2

n4+x4 ≤ 1 oldug̃u elde edilir. sup{| x
n4+x2 |: x ∈ R} =

1
2n2 ⇒ ∀x ∈ R ic.in | x

n4+x2 |≤ 1
2n2 oldug̃una göre, ∀x ∈ R ic.in | an(x) |≤

1
2n2 oldug̃una göre ve

∞
∑

n=1

1
2n2 majorant serisi yakınsak oldug̃undan Weier-

strass testinden verilen seri E üzerinde düzgün yakınsaktır.

(d) ∀α > 0 ic.in ln (1 + α) ≤ α oldug̃una göre ∀x ∈ [0, a](a > 0) ic.in

0 ≤ ln(1+ x2

n ln2 n
) ≤ x2

n ln2 n
≤ a2

n ln2 n
olur. Ayrıca

∞
∑

n=2

a2

n ln2 n
majorant serisı

yakınsak oldug̃una göre verilen seri E üzerinde düzgün yakınsaktır.

(e) ϕ(x) = x2 + sin x olsun ∀x ∈ [1, +∞) ic.in ϕ′(x) = 2x + cos x > 0
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oldug̃una göre ϕ(x) fonksiyonu [1, +∞) üzerinde artan, dolayısıyla her

x ∈ [1, +∞) ic.in 0 ≤ e−n(x2+sin x) ≤ e−nϕ(1), ϕ(1) = 1 + sin 1 > 0

oldug̃u elde edilir. p = ϕ(1) > 0 ic.in
∞
∑

n=1

e−pn majorant serisı yakınsak

oldug̃una göre verilen seri E üzerinde düzgün yakınsaktır. ¦

(13) Genel terimleri as.ag̃ıda verilen serilerın kars.ılarında yazılı aralıklarda

düzgün yakınsak olduklarını gösteriniz.

(a) un(x) = (−1)n−1
√

x+
√

n
(n ∈ N), E = [0, +∞);

(b) un(x) = e−n2x2

1+n2 (n ∈ N), E = (−∞, +∞);

(c) un(x) = sin x cos x
ln (n+x2)

(n ∈ N, n ≤ 2), E = (−∞, +∞);

(d) un(x) = (−1) [[
√

n ]]√
n(n+x)

, E = [0, +∞).

C. özüm: (a) bn = (−1)n−1
√

n
, an(x) = 1

1+
√

x
n

olmak üzere un(x) = an(x).bn,

n ∈ N olur.
∞
∑

n−1

bn serisı yakınsak (Leibnitz testinden) ve (anx) dizisi

[0, +∞) üzerinde monoton ve düzgün sınırlı (∀x ∈ [0, +∞) ve ∀n ∈ N

ic.in 0 < an(x) ≤ 1 dır) oldug̃una göre, Abel testinden
∞
∑

n=1

(−1)n−1
√

x+
√

n
serisı

E üzerinde düzgün yakınsaktır.

(b) bn = 1
1+n2 , an(x) = e−n2x2

olmak üzere un(x) = an(x)bn, n ∈ N

olur.
∞
∑

n=1

bn serisı yakınsak ve (an(x)) dizisi [0, +∞) üzerinde mono-

ton ve düzgün sınırlı (∀x ∈ [b, +∞) ve ∀n ∈ N ic.in 0 ≤ an(x) ≤ 1

dır) oldug̃una göre verilen seri (0, +∞) aralıg̃ında düzgün yakınsaktır.

Bu serinin (−∞, 0] aralıg̃ında da düzgün yakısak oldug̃u benzer s.ekilde

gösterılır. Demek ki, verilen seri E = R üzerinde düzgün yakınsaktır.

(c) ∀x ∈ R ve ∀n ∈ N ic.in |
n
∑

k=2

bk(x) |=|
n
∑

k=2

sin x cos kx |≤| sin x cos x |

+ |
n
∑

k=1

sin x cos kx |≤ 1 + 2 | cos x
2
|| sin (n + 1

2
)x |≤ 3 ve (an(x) =

1
ln (n+x2)

, n ∈ N) dizisi [0, +∞) üzerinde azalan ve an(x) ⇒ 0, x ∈
[0, +∞) (C. ünkü ∀x ∈ [0, +∞) ic.in n → ∞ ıken 0 < an(x) ≤ 1

ln n
→ 0
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olur) oldug̃undan Dirichlet testinden verilen seri [0, +∞) aralıg̃ında ve

hem de E = (−∞, +∞) aralıg̃ında düzgün yakınsaktır.

(d) an(x) = (1+x
n
)−1/2, bn = (−1) [[

√
n [[

n
olmak üzere u(x) = an(x)bn, n ∈

N dır.
∞
∑

n=1

bn sersı yakınsak ve (an(x)) dizisi her x ∈ [0, +∞) ic.in mono-

ton ve düzgün sınırlı oldug̃una göre (∀x ∈ [0, +∞) ve hern ∈ N ic.in

0 < an(x) ≤ 1 dır) Abel testinden verilen seri E = [0, +∞) aralıg̃ında

düzgün yakınsaktır. ¦

(14)
∞
∑

n=1

un(x) serisi E üzerinde mutlak ve düzgün yakınsak oldug̃undan

∞
∑

n=1

| un(x) | serisi E üzerinde düzgün yakınsak mıdır?

C. özüm: Genel olarak bu sorunun cevabı hayırdır. Örneg̃ın,
∞
∑

n=0

(−1)n(1 − x)xn serisi [0, 1] üzerinde mutlak ve düzgün yakınsak ol-

masına rag̃men
∞
∑

n=0

| (−1)n(1−x)xn |=
∞
∑

n=0

(1−x)xn serisı [0, 1] üzerinde

düzgün yakınsak deg̃ildir. Bunu görelım. (1 − x)xn → 0, x ∈ [0, 1]

ve ρn = sup{(1 − x)xn : x ∈ [0, 1]} = 1
n+1

( n
n+1

)n ⇒ lim
n→∞

ρn = 0

oldug̃undan, an(x) = (1−x)xn, n ∈ N dizisi [0, 1] üzerinde sıfıra düzgün

yakınsaktır. Bu dizinin n′ye göre monoton oldug̃u ac.ıktır. Buna göre

Dirichlet testinden
∞
∑

n=0

(−1)n(1 − x)xn serisi [0, 1] aralıg̃ında düzgün

yakınsaktır. [0, 1] üzerinde hemde mutlak yakınsaktır. Gerc.ekten,

Sn(x) =
n−1
∑

k=0

(1 − x)xk, x ∈ [0, 1] denırse, her n = 1, 2, .. ic.in Sn(1) = 0

ve x ∈ [0, 1) ic.in Sn(x) = 1 − xn oldug̃undan

S(x) = lim
n→∞

Sn(x) =







1, 0 ≤ x < 1 ise,

0, x = 1 ise

elde edilir. Her n = 1, 2, · · · ic.in ρn = sup{| Sn(x)−S(x) |: x ∈ [0, 1]} =

1 ve buradan da lim
n→∞

gn = 1 6= 0 oldug̃undan
∞
∑

n=0

(1 − x)xn serisı [0, 1]

aralıg̃ında noktasal yakınsak olup düzgün yakınsak deg̃ildir.¦
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(15) R ic.inde lim
n→∞

an = ∞ olacak s.ekılde bir (an) dizisi ic.in
∞
∑

n=1

1
|an| serisi

yakınsak olsun
∞
∑

n=1

1
x−an

serisının an, n = 1, 2 · · · noktalarını ihtiva et-

meyen herhangı kapalı ve sınırlı bir E aralıg̃ı üzerinde düzgün yakınsak

oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: Her n ∈ N ic.in an 6∈ E olacak s.ekilde kapalı ve sınırlı bir

E ⊂ R aralıg̃ı verılsın. lim
n→∞

an = ∞ ⇒ ∀ε > 0 sabıt sayısı ic.in ∀x ∈ E

ve ∀n ≥ nε ic.in | x − an |≥ ε olacak s.ekılde bir nε ∈ N sayısı vardır.

M = sup{| x |: x ∈ E} olmak üzere ∀n ≥ nε ic.in
1

|x−an| = 1
|an|

1
| x
an

−1| ≤
1

|an|
1

1− M
|an|

oldug̃u ac.ıktır. n → ∞ ıken 1
|an|

1
| M
|an|−1| ∼ 1

|an| ve
∞
∑

n=1

1
|an|

yakınsak oldug̃una göre
∞
∑

n=1

1
|an|| M

|an|−1| serisı yakınsaktır. Weıerstrass

testı gereg̃ınce buradan
∞
∑

n=1

1
x−an

serisının E üzerinde düzgün yakınsak

oldug̃u anlıs.ılır. ¦

(16) dn ∈ R, n = 1, 2, · · · olmak üzere
∞
∑

n=1

dn serisi yakınsak oldug̃unda

∞
∑

n=1

dn

nx Dirichlet serisinin [0, +∞) aralıg̃ında düzgün yakınsak oldug̃unu

gösteriniz.

C. özüm: an(x) = 1
nx , bn = dn, n ∈ N olsun. (an(x)) dizisi düzgün

sınırlı (∀x ∈ [0,∞) ve ∀n = 1, 2, · · · ic.in 0 < an(x) ≤ 1 dır.) ve

monoton (∀x ∈ [0, +∞) ic.in
1

nx − 1
n+1)x > 0 dır.)

∞
∑

n=1

bn serisı yakınsak

oldug̃undan Abel testı gereyınce
∞
∑

n=1

an(x)bn =
∞
∑

n=1

dn

nx serisı [0, +∞)

aralıg̃ında düzgün yakınsaktır. ¦

(17) f(x) =
+∞
∑

−∞
1

(n−x)2
fonksiyonunun E = (−∞, +∞)\Z üzerinde sürekli ve

1 periyotlu bir fonksiyon oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: fn(x) = 1
(n−x)2

, n = 1, 2 · · · fonksiyonlarının E üzerinde

sürekli oldukları ac.ıktır. Herhangi bir (a, b) 6⊂ E aralıg̃ı verilen α =
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max{| a |, | b |} olmak üzere ,n 6= 0, | n |> α ic.in fn(x) = ( 1
n
)2 1

(1− x
n

)2

yazılabilir. Her x ∈ (a, b) ic.in
1

(1− x
n

)2
fonksiyonları sınırlı (∀x ∈ (a, b)

ic.in ( 1
1− x

n
)2 ≤ 1

(1− α
|n| )

2 dır) ve her sabit x ∈ (a, b) ic.in monotonlardır.

∞
∑

n=1

1
n2 yakınsak oldug̃una göre Abel testinden

+∞
∑

n=−∞
fn(x) serisi (a, b)

aralıg̃ında düzgün yakınsaktır. Her n ∈ Z ic.in fn(x) ∈ C(a, b) ve
+∞
∑

n=−∞
fn(x) serisi (a, b) aralıg̃ında düzgün yakınsak oldug̃undan f(x)

fonksiyonu (a, b) aralıg̃ında süreklıdır. Demek ki, f fonksiyonu tanımlı

oldug̃u bölgede süreklidir. f(x + 1) =
+∞
∑

n=−∞
1

(n−1−x)2
[n − 1 = k denirse

] =
+∞
∑

k=−∞

1
(k−x)2

= f(x), x ∈ E oldug̃una göre f, 1 periyotlu fonksiyon-

dur. ¦

(18)
∞
∑

n=1

(nxe−nx − (n− 1)xe−(n−1)x) serisının [0, 1] aralıg̃ında yakınsak olup

düzgün yakınsak olmadıg̃ını, fakat bu serisinin toplam fonksiyonun [0, 1]

üzerinde sürekli oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: Sn(x) =
n
∑

k=1

(kxe−kx−x(k−1)e−(k−1)x) = nxe−nx ve x ∈ [0, 1]

ic.in S(x) = lim
n→∞

Sn(x) = 0 oldug̃u ac.ıktır. Demek ki, verilen seri

[0, 1] aralıg̃ında yakınsak ve toplamı S(x) = 0 bu aralıkta süreklı bir

fonksiyondur. ρn = sup{| Sn(x) − S(x) |: x ∈ [0, 1]} = sup{nxe−nx :

x ∈ [0, 1]} = 1
e
⇒ lim

n→∞
ρn = 1

e
6= 0 oldug̃una göre Sn(x) 6⇒ 0, x ∈ [0, 1]

dolayısıyla, verilen seri [0, 1] üzerinde düzgün yakınsak deg̃ldır. ¦

(19) As.ag̃ıda verilen fonksiyonların tanım bölgelerini bulunuz ve süreklilik

durumlarını inceleyiniz.

(a) f(x) =
∞
∑

n=1

(x + 1
n
)n (b) f(x) =

∞
∑

n=1

x
(1+x2)n .

C. özüm: (a) lim
n→∞

n

√

| (x + 1
n
)n | = lim

n→∞
| x + 1

n
|=| x |⇒ Couchy

kök testinden verilen seri | x |< 1 ic.in, yani (1, 1) aralıg̃ında yakınsak

| x |≥ 1 ic.in yani (−∞,−1] ve [1, +∞) aralıklarında ıraksaktır. Her-

hangi bir a ∈ (0, 1) sayısı verildig̃inde her x ∈ [−a, a] ic.in | (x + 1
n
)n |≤
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(a+ 1
n
)n, n = 1, 2, · · · ve

∞
∑

n=1

(a+ 1
n
)n majorant serisı yakınsak oldug̃una

göre (Couchy Kök testinden)
∞
∑

n=1

(x+ 1
n
)n serisı [−a, a] aralıg̃ında düzgün

yakınsaktır. O halde, Teorem 9.3.21 den f(x) fonksiyonu [−a, a] aralıg̃ında

(-1,1) aralıg̃ında süreklı bir fonksiyondur.

(b) x 6= 0 ic.in Sn(x) =
n
∑

k=1

x
(1+x2)n = x

n
∑

k=1

1
(1+x2)n = 1

x3 (1 − 1
(1+x2)n ) ve

Sn(0) = 0 oldug̃undan,

f(x) = lim
n→∞

Sn(x) =







1
x3 , x 6= 0 ise,

0, x = 0 ise

oldug̃u elde edilir. f fonksiyonunun R\{0} üzerinde sürekli ve x = 0

noktasında süreksiz oldug̃u anlas.ılır. ¦

(20) g(x) =
∞
∑

n=1

1
nx Riemann fonksiyonunun (1, +∞) aralıg̃ında ıstenilen

mertebeden sürekli türevlenebilir oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: x0 ∈ (1, +∞) ve E = [x0, +∞) olsun. Her p = 0, 1, 2, ..

ic.in
∞
∑

n=1

lnp n
nx0

serisı yakınsak ve ∀x ∈ E ve ∀n = 1, 2, .. ic.in
lnp n
nx ≤ lnp n

nx0

oldug̃una göre Weierstrass testinden her p = 0, 1, 2, · · · ic.in
∞
∑

n=1

lnp n
nx

serisı E üzerinde düzgün yakınsaktır. ∀n ∈ N ic.in
1

nx fonksiyonu

E üzerinde sürekli oldug̃undan Teorem 9.3.21 gereg̃ınce ξ(x) fonksiy-

onu E üzerinde süreklıdır. Aynı teoreme göre her p = 0, 1, 2, · · ·
ic.in ξ(p)(x) = (−1)p

∞
∑

n=1

lnp n
nx fonksiyonları da E üzerinde, dolayısıyla,

(1, +∞) aralıg̃ında süreklıdır. ¦

(21) f(x) =
∞
∑

n=1

|x|
n2+x2 s.eklinde tanımlanan f fonksiyonunun tanım bölgesini

bulunuz ve türevlenebilirlik durumunu inceleyiniz.

C. özüm: Herhangi bir (−M,M)(M > 0) aralıg̃ı verilsin. ∀x ∈
(−M, M)ic.in

|x|
n2+x2 ≤ M

n2 , n = 1, 2, .. ve
∞
∑

n=1

1
n2 serisı yakınsak odug̃una
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göre verilen seri Weierstrass testi gereg̃ınce (−M,M) aralıg̃ında düzgün

yakınsaktır. Demek ki, f fonksiyonu R üzerinde tanımlıdır.

Her x ∈ (−M,M)\{0} ic.in
∞
∑

n=1

|x|
n2+x2 serisının terım terıme türevlenebılır

oldug̃unu görelım. fn(x) = |x|
n2+x2 , n = 1, 2, · · · olsun. ∀x ∈ (−M, M)\{0}

ic.in f ′
n(x) = n2sgnx−x|x|

(n2+x2)2
ve ∀n ≥ M ic.in | f ′

n(x) |≤ n2+M2

n4 ≤ 2n2

n4 = 2
n2

es.ıtsızlıg̃ı sag̃landıg̃ından ve
∞
∑

n=1

1
n2 majorant serisı yakınsak oldug̃una

göre
∞
∑

n=1

f ′
n(x) serisı (−M,M)\{0} üzerinde düzgün yakınsaktır. fn(x)(n =

1, 2, · · · ) fonksiyonları R\{0} üzerinde türevlenebılır olduklarından ve
∞
∑

n=1

f ′
n(x) serisı (−M, M)\{0} üzerinde düzgün yakınsak oldug̃undan

Teorem 9.3.24 gereg̃ınce f fonksiyonu R\{0} üzerinde türevlenebilirdir.

f foksiyonu x = 0 noktasında türevli olmadıg̃ını gösterelım. Bunun ic.in

sonlu lim
n→0−

f(h)−f(0)
h

ve lim
n→0+

f(h)−f(0)
h

limitlerının varolmadıg̃ını gösterelım.

h 6= 0 ic.in

f(h) − f(0)

h
=

| h |
h

∞
∑

n=1

1

n2 + h2
(9.76)

oldug̃u ac.ıktır. Weierstrass testinden
∞
∑

n=1

1
n2+h2 serisı düzgün yakınsaktır.

(∀n ∈ (N) ic.in
1

n2+h2 ≤ 1
n2 ve

∞
∑

n=1

1
n2 serisı yakınsak oldug̃undan ) o

halde Teorem 9.3.19 gereg̃ınce

lim
h→0

∞
∑

n=1

1

n2 + h2
=

∞
∑

n=1

1

n2 + h2
< +∞ (9.77)

olur. Buna göre (9.77) dikkate alındıg̃ında (9.76)’dan f ′(0+) =
∞
∑

n=1

1
n2 ,

f ′(0−) = −
∞
∑

n=1

1
n2 oldug̃u elde edilir.f ′(0−) 6= f ′(0+) oldug̃una göre f

fonksiyonu x = 0 noktasıda türevlı deg̃ildir. ¦

(22) As.ag̃ıdaki limitleri hesaplayınız.
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(a) lim
x→1−

∞
∑

n=1

(−1)n−1

n
xn

n+1
; (b) lim

x→0+

∞
∑

n=1

1
2nnx ;

(c) lim
x→1−

∞
∑

n=1

(xn − xn+1); (d) lim
x→∞

∞
∑

n=1

x2

1+n2x2 ;

C. özüm: (a)
∞
∑

n=1

(−1)n−1

n
serisi yakınsak ve ( xn

xn+1
) dizisi her x ∈ [0, 1]

ic.in monoton ve [0, 1] üzerinde düzgün sınırlı oldug̃undan (∀x ∈ [0, 1]

ve ∀n = 1, 2, · · · ic.in
xn

xn+1
≤ 1 dir) Abel testinden verilen seri [0, 1]

aralıg̃ında düzgün yakınsaktır. Üstelik her n = 1, 2, · · · ic.in

lim
x→1−

(−1)n−1

n
. xn

xn+1
= (−1)n−1

n
limiti vardır. Buna göre Teorem 9.3.13

gereg̃ınce lim
x→1−

∞
∑

n=1

(−1)n−1

n
. xn

xn+1
= 1

2

∞
∑

n=1

(−1)n−1

n
= 1

2
ln 2 bulunur.

(b) ∀x ∈ [0, +∞) ic.in
1

2nnx ≤ 1
2n ve

∞
∑

n=1

1
2n serisı yakınsak oldug̃una

göre, Weierstrass testinden verilen seri [0, +∞) aralıg̃ında düzgün ya-

kınsaktır. Üstelik her n ∈ N ic.in sonlu lim
x→0+

1
2nnx = 1

2n limiti mevcut

oldug̃undan Teorem 9.3.13 gereg̃ınce lim
x→0+

∞
∑

n=1

1
2nnx =

∞
∑

n=1

lim
x→0+

1
2nnx =

∞
∑

n=1

1
2n = 1 bulunur.

(c)
∞
∑

n=1

(xn−xn+1) serisi [0, 1] üzerinde yakınsak fakat düzgün yakınsak

omadıg̃ına göre Teorem 9.3.13 uygulanamaz. Sn(x) =
n
∑

k=1

(xk −xk+1) =

x(1 − xn) ⇒

S(x) = lim
n→∞

Sn(x) =







x, x ∈ [0, 1] ise,

0, x = 1 ise

⇒ lim
x→1−

S(x) = lim
x→1−

∞
∑

n=1

(xn − xn+1) = 1 bulunur.

(d) sup{ x2

1+n2x2 : x ∈ R} = 1
n2 ve

∞
∑

n=1

1
n2 serisı yakınsak oldug̃una göre

verilen seri R üzerinde düzgün yakınsaktır. Üstelik her n ∈ N ic.in

lim
x→∞

x2

1+n2x2 = 1
n2 limiti mevcut oldug̃undan Teorem 9.3.13 gereg̃ınce
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lim
x→∞

∞
∑

n=1

x2

1+n2 =
∞
∑

n=1

lim
x→∞

x2

1+n2x2 =
∞
∑

n=1

1
n2 bulunur.¦

(23) As.ag̃ıdaki serilerin kars.ılarında yazılı aralıklarda terim terime türev-

lenebilirlig̃ini gösteriniz.

(a)
∞
∑

n=1

1
n2 sin x

n
, E = R; (b)

∞
∑

n=1

arctan x
n

2, E = R;

(c)
∞
∑

n=1

1
n3+n4x2 , E = R;

C. özüm: (a) 1
n2 sin x

n
(n = 1, 2...) fonksiyonlarının R üzerinde sürekli

türevlenebilir oldukları ac.ıktır.∀x ∈ R ic.in | 1
n2 sin x

n
| ≤ 1

n2 ve
∞
∑

n=1

1
n2 serisi

yakınsak olduguna göre Weierstrass testinden verilen seri R üzerinde

düzgün yakınsaktır. Türev fonksiyonlarından olusan
∞
∑

n=1

1
n3 cos x

n
serisi

de R üzerinde düzgün yakınsak oldug̃una (Weierstrass testinden) göre

Teorem 9.3.24 gereg̃ince verilen seri Rüzerinde terim terime türev-

lenebilirdir.

(b) arctan x
n2 (n = 1, 2, ...) fonksiyonlarının R üzerinde sürekli türev-

lenebilir oldukları ac.ıktır.∀x ∈ R ic.in n → ∞ iken | arctan x
n2 | ∼

|x|
n2 oldug̃una göre verilen seri R üzerinde yakınsaktır.Türev fonksiyon-

larından olus.an
∞
∑

n=1

n2

n4+x2 serisi Weierstrass testinden R üzerinde düzgün

yakınsaktır. Buna göre, Teorem 9.3.24 gereg̃ince verilen seri R üzerinde

terim terime türevlenebilirdir.

(c) 1
n3+n4x2 (n = 1, 2, · · · ) fonksiyonlarının R üzerinde sürekli türev-

lenebilir oldukları ac.ıktır. ∀x ∈ R ic.in 0 < 1
n3+n4x2 ≤ 1

n3 ve
∞
∑

n=1

1
n3

serisi yakınsak oldug̃undan, Weierstrass testi g̃ereg̃ince verilen seri R

üzerinde düzgün yakınsaktır. Türev fonksiyonlarından olus.an
∞
∑

n=1

−2xn4

(n3+n4x2)2
serisi R üzerinde düzgün yakınsak oldug̃una göre,

(sup{| −2xn4

(n3+n4x2)2
| | x ∈ R} = 9

8
√

3
1

n
5
2

ve
∞
∑

n=1

1

n
5
2

serisi yakınsak oldug̃undan)

Teorem 9.3.24 gereg̃ince verilen seri R üzerinde terim terime türev-

lenebilirdir. ¦
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(24) As.ag̃ıdaki serilerin kars.ılarında yazılı aralıklarda terim terime integral-

lenebilirlig̃ini gösteriniz.

(a)
∞
∑

n=0

cosn x
n!

, E = [0, π
2
]; (b)

∞
∑

n=1

(x
1

2n+1 − x
1

2n−1 ), E = [0, 1]

C. özüm: (a) ∀x ∈ [0, π
2
] ic.in | cosn x

n!
| ≤ 1

n2 ve
∞
∑

n=1

1
n!

serisi yakınsak

oldug̃una göre, (D’alembert testinden) verilen seri [0, 1] aralıg̃ında düzgün

yakınsaktır. Buna göre, Teorem 9.3.23 gereg̃ince bu seri [0, π
2
] aralıg̃ında

terim terime integrallenebilrdir ve

π
2

∫

0

( ∞
∑

n=0

cosn x

n!

)

dx =
∞

∑

n=0

1

n!

π
2

∫

0

cosn xdx

[Örnek 6.4.10 dan

π
2

∫

0

cosn xdx = an =







(n−1)!!
n!!

, n tek ise,

(n−1)!!
n!!

π
2
, n c.ift ise

oldug̃una göre]

=
∞
∑

n=1

an

n!
es.itlig̃i dog̃rudur.

(b) Verilen serinin [0, 1] üzerinde yakınsak, fakat bu yakınsamanın

düzgün olmadıg̃ını gösterelim. ∀x ∈ [0, 1] ic.in

Sn(x) = (
n

∑

k=1

x
1

2k+1 − x
1

2k−1 ) = −x + x
1

2n+1 ⇒

S(x) = lim
n→∞

Sn(x) =







0, x = 0 ve x = 1 ise,

1 − x, 0 < x < 1 ise

oldug̃u elde edilir. Serinin S(x) toplamı [0, 1] üzerinde süreksiz oldug̃una

göre, (c.ünkü S(0) = 0 ve S(0+) = 1 6= S(0)dır ) verilen seri [0, 1]

üzerinde düzgün yakınsak deg̃ildir. Demek ki, bu seriye Teorem 9.3.24
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uygulanamaz. Buna rag̃men,
1
∫

0

S(x)dx = 1
2

ve

∞
∑

n=1

1
∫

0

(x
1

2n+1 − x
1

2n−1 )dx =
1

2

∞
∑

n=1

1

n(n + 1)
=

1

2
lim

n→∞

n
∑

k=1

1

k(k + 1)

=
1

2
lim

n→∞
(1 − 1

n + 1
) =

1

2

es.itlikleri sag̃landıg̃ına göre verilen seri [0, 1] aralıg̃ında terim terime

integrallenebilirdir. ¦

(25) f , R üzerinde tanımlı,her mertebeden türevlenebilir ve ∀x ∈ R, n ∈ N

ic.in

|f (n)(x) − f (n−1)(x)| <
1

n2

es.itsizlig̃ini saglansın. Bu durumda c herhangi bir sabit sayı olmak

üzere lim
n→∞

f (n)(x) = cex oldug̃unu ispatlayınız.

C. özüm:
∞
∑

n=1

[f (n)(x)− f (n−1)(x)] , x ∈ R serisini gözönüne alalım. Her

x ∈ R ve her n ∈ N ic.in |f (n)(x) − f (n−1)(x)| < 1
n2 ve

∞
∑

n=1

1
n2 serisi

yakınsak oldug̃una göre, Weierstrass testinden
∞
∑

n=1

[f (n)(x) − f (n−1)(x)]

serisi R üzrinde düzgün yakınsaktır. S(x) =
∞
∑

n=1

[f (n)(x)−f (n−1)(x)] , x ∈

R olsun.
∞
∑

n=1

(f (n)(x) − f (n−1)(x))′ =
∞
∑

n=1

[f (n+1)(x) − f (n)(x)] serisi de R

üzerinde düzgün yakınsak oldug̃una göre Teorem 9.3.24 gereg̃ince

∞
∑

n=1

[f (n)(x) − f (n−1)(x)]

serisi R üzerinde terim terime türevlenebilirdir ve S ′(x) =
∞
∑

n=1

[f (n+1)(x)−

f (n)(x)] dir. S ′(x) =
∞
∑

n=1

[f (n)(x) − f (n−1)(x)] − f (1)(x) + f (0) = S(x) −

f (1)(x)+f(x) ⇒ [S(x)+f(x)]′ = S(x)+f(x) oldug̃u dalayısıyla,c sabit


